Interpolation

Séminaird

1 Esprit Général

Notations :

Dans toute la suite on considérera des espaces de Lebesgue LP(u) ou l'indice p sera toujours pris dans
[1,4+o00]. Par ailleurs I’espace mesuré considéré sera muni d’une mesure borélienne, o—finie, sans atomes
et réguliére. Typiquement c’est le cas lorsque p est la mesure de Lebesgue sur I'espace euclidien R™.

On exposera des théorémes phares sans démonstrations pour nous concentrer sur leurs applications,
qui seront pour la plupart des résultats classiques, connus indépendamment de l'interpolation, mais qui
ici offrent une relecture particuliérement simple grace a cette théorie.

Proposition 1 (Hélder) Soit f € LP N L7 avec p,q > 1 et 6 €]0, 1].
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* Interprétation Fonctionnelle
On considére I'injection canonique ¢ : D' — D’ celle-ci envoie continuement

o:rnLt o e pirraLe &g

0
Holder nous dit que ¢ : LP N LY < I" Ainsi I'opérateur ¢ envoie continuement les LP” N L9 sur
des espaces "intermédiares" entre LP et L9 : les L™ avec p < r < q. C’est le point de vue concret de
I'interpolation.

* Interprétation Spatiale
les espaces "intermédiares" [LP, L]y := L" sont indéxés par un paramétre réel 6 et vérifient

CO
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C’est le point de vue abstrait de I'interpolation



2 Interpolation d’Opérateurs

2.1 Interpolation Complexe
2.1.1 Un théoréme Phare

Théoreme 2 (Riesz-Thorin) Soit T' un opérateur linéaire soient po, p1,qo,q1 > 1 tq
Nox . .
T:LP — L% 1=0,1
On note k; les normes respectives. Alors pour tout 6 € [0, 1]
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et la norme kg vérifie [inégalité fortement convexe : kg < kéfgkf

2.1.2 Application
Application

Lemme 3 (Schur) Soit K(z,y) 1 ® pu- mesurable et tq
sup [1K@)ldn) <Co et sup [ 1Ko )ldu(o) < €
T Yy
Alors I’Opérateur T construit a partir du noyau K

Tfz) = / K (2, 9) () duly)

envoie continuement LP dans lui-méme avec 1 < p < 00
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Preuve La premiére estimée de K nous dit que 7" envoie continuement L*° dans lui-méme. La deuxiéme
nous dit que son adjoint 7™ envoie lui aussi L> dans lui-méme, et donc par un argument de dualité, T’
envoie continuement L' dans lui-méme... Ne reste plus qu’a appliquer le théoréme d’interpolation a T
avec pp = qop = oo et p1 =q = 1. °

Théoréme 4 (Inégalité de Haussdorf-Young - Fourier Continue)
On note [ la transformée de Fourier d’un fonction f

Ffly) = / f(z)e=vda

On a alors pour tout 1 < p < 2
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Il < @S, aee 4 =1



N\S _’

Preuve Par Plancherel on sait que F envoie continuement L? dans lui-méme avec une norme < (27)2.
Par ailleurs par une majoration "‘brutale"” on a

IFfllee < 11 f11

On conclut en appliquant le théoréme d’interpolation & F avec pg =qo =2 et p1 =1, ¢ = +0 °
Voici une version concernant les coefficients de Fourier.

Théoréme 5 (Inégalité de Haussdorf-Young - Fourier Continue) Soit (¢)nen une famille uni-
formément bornée de L*(1n). On note f(n) =< f, 1, >12 le coefficient de Fourier associé a un élément
f € L*u). On a alors pour tout 1 < p < 2

; 2p 1 1
[fllr < M7 |[flle avec ];+—:1

&
Théoréme 6 (Inégalité de Young) On note f * g la convolée de deux fonctions f et g
(F+9)e) = [ o= p)aly)auty)
On a alors pour tout 1 < p,q,r < 2
1 1 1
—= -t —1=fxgl. < flsllg
il 1 glle < 17 11pl19llq
)

Preuve Par une majoration brutale on voit que (appliquer Holder).

|(f + 9)( \</|f z = y)gW)ldu(z) < |[f (@ = )llpllglle = [1flpllgll

D’ou l'inegalité annoncée pour r = +00 et p quelconque ||f * gllo < || fllpllglly
De méme par le lemme de Schur appliqué au noyau K (z,y) = f(y — z) (ici Cy = Cy = || f]}1)

1 glls < [ £1pllgll

Soient p,q et r tq
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Interpolons I'opérateur Trg = f * g entre py = p’ qo = +00 et p; = 1, 1 = p pour voir que pour § = 2
1 1—4 1 1 6 1
—=— 0=—- et —=—-—=-—
Pe p q g p T

D’ou
1S % glle = 1T¢gllee < NA1 2N NN R = 1 F 116119 llq



2.1.3 Généralisation

L’interpolation permet d’enrichir la connaissance d’estimées pour un opérateur donné. Nous allons
voir comment, on peut parvenir & une seule estimée pour un opérateur donné, lorsque ’on connait des
estimées uniqument pour des pertubations réguliéres de celui-ci.

Plus concrétement Connaissant des estimées pour des Opérateurs S et U, on en déduit une éstimée
pour un opérateur 7" si celui-ci s’inscrit dans la continuité "réguliére" des opérateurs S et U.

Théoréme 7 (Stein) Soit (1.).c5 une famille d’opérateurs avec S = {0 < Re(z) < 1} définis sur les
fonctions simples.
On suppose de plus que pour f et g deuz fonctions simples quelconques 'application

z / JT.g9du

est analytique sur S et continue sur S.
Pour des raisons techniques, on veutr controler la croissance de cet opérateur, on suppose également que
pour un certain a < .

Ve=z+iyesS, el n (/ szgdu) <C

On se donne alors les conditions au bord :

1Ty fllay < Mo fllpe et [ Trviyflla < Ma()1Slp,
Si M a une croissance controlée, i.e. pour un certain b < m
Ve=x+1iy €85, e~ n (M;(y)) < C 1=0,1
Alors on a le résultat d’interpolation suivant
voe0,1],  [1Toflle < Coll fllpe

Deés que

1 1—-6 40 1 1—-60 0
+— et — = + —
Do Po Y41 do do a1

2.2 Interpolation Réelle
2.2.1 Un théoréme Phare

Définition 2.1 (espace L") On dit qu’une fonction f est de type LP-faible lorsque
11700 = Sggs”u(ﬂﬂ > s}) <00

Par convention L°*° = L
Un Opérateur T sera dit de type (p,q)-faible lorsqu’il envoie continuement LP dans LT, i.e.

k? q
N G ER LT
Le meilleur k est la norme (p, q)-faible de ’opérateur. [
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Exemple: I'injection canonique envoie LP dans L”* grace a I'inégalité de Tchebychev :

Pu({lf] > s}) < /{|f|> Uty

Théoreme 8 (Marcinkievicz) Soit T un opérateur quasi sous-additif

T(f+ 9 <w (TN +T(9)])

On suppose de plus que son domaine est stable par troncature.
soient pog < qo et p1 < q1 positifs tq T est de type (p;, q;)-faible.

7o &L opee -0

On note k; les normes respectives. Alors pour tout 6 €]0,1]

1 1-0 0 1 1-0 ¢
= + et — = + L= & pw
Do Po b1 de do 0

et la norme kg vérifie [inégalité faiblement convexe : kg < Mké_ek‘f

&

La preuve est simple et n’utilise que la formule de Minkowski généralisée et la caractérisation des
normes LP a 'aide de la fonction de répartition

“+oo

A(s) = p (1] = 8}) =[£I = / @ d[-A(s)

0

Notons que la fonction Ay est continue a droite et décroissante, on peut donc interpréter I'intégrale ci-
dessus de plusieurs facons équivalentes : Intégrale de Stieltjes, intégrale par rapport la mesure d[—A(s)] =
—N(s)ds ou X est une dérivée presque-partout de A ou encore au sens faible, ou bien encore au sens des
mesures.

2.2.2 Application

Théoreme 9 Soit f une fonction mesurable de R™, on note M f la fonction maximale associée :

MfG@) = sw s [ 7l
BeB(x) n (B
ot B(x) est l'ensemble des boules centrées en x.
Alors Uopérateur M est de type (1,1)-faible et envoie continuement LP dans lui-méme pour tout p > 1.

&
Preuve Le caractére (1, 1)-faible s’obtient par un lemme de recouvrement par des boules dont on controle
le volume et le rayon.
Par ailleurs le caractére sous-additif de M et sa continuité (0o, 0o)-"faible" sont immédiates, on conclut
alors grace au Théoreme de Marcinkievicz.

[ ]

Plusieurs variantes de fonction maximales existent (suivant le centre, le rayon ou la géométrie des

boules choisies) elles aboutissent au méme résultat.
Voici une des conséquences les plus célébre : le théoréme de dérivation de Lebesgue

1
felL, = llm

En application de I’'Opérateur Maximal, voyons un petit résultat d’interpolation



Théoréme 10 Soit f : R® — C, une fonction de classe C' Alors

Vp>1, Yo<m<l |D"fl, <C|flg-ID'fI;~" (0<6<1)
1 _ 90 4+ 1
) Q7 p q r
avecq, r et 0 choisis tel que { m = 11— 0)
avec Y, D™f(x) = sup |0'f(z)|
|i|=m
&

Démonstration Faisons quelques remarques d’algébre linéaire. Dans 'espace Ri[ X7, ..., X,,] qui est de

def
1Py / P(h) dh
|h]]<1

dimension finie, les normes

def
| P|mae = sup |al et
0<|il<k
sont donc équivalentes, avec P(X)= Y a; X’ et X° o xin. L xin,
0<[il<k

En particulier par un changement de variable h +— rh, on voit que
[P(h)| dh

[ Pllmaz < C|[Pllmoy = sup rl ||a | < n
0<[il<k I Jinll<r

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction f, on a

fla+h) = f(z)+ ) oI )h“+l/(1 0=ty g@o‘f(x+th) dt (1)
0<|al<l ' 0 o=t
P.(h)
, X, avec k=I-1

on a pour chaque x, P, € Rg[X7,...
Appliquons ce qui précéde a P, on a pour tout 0 < m <

3050, v e, D@ < S0 [Pl (2
[All<r

Or grace a (1), on a

P < @)+ )+ [ 10 3

|af=l

g&af(:c—l—th)' dt (3)

Comme
/ |h*0°f (z+th)| dhgrla/ 0°f (x+th)| dh
Il <r

[Ihll<r
On voit done, en intégrant (3) et utilisant le lemme de Fubini, que
| D" (2)| < Cte [Mf (x) + r' MIDf) ()]
D’ou, en optimisant par rapport a r, on trouve
|D™f ()] < C [Mf(x [ (DY) () } avec m =1(1—0)
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L’inégalité de Holder nous montre alors que
1D (15 < CPl|Mf* || [| MDF* )|, avee 1/q +1/r" =1

Posons ¢ = pq'0 et r = pr'(1 — 6) on a alors ]lj = g + 120 et

ID7F|[5 < CPI| M (|2 | MDY ) |2
puisque [|2|y = [|All3,
La continuité de la fonction Maximale, nous permet alors de conclure °
2.2.3 Généralisation

On peut généraliser le théoréme de Marcinkievicz aux espaces de Lorentz, définis a I'aide des réar-
rengements croissants

fr(t):=inf{s >0 | A\s(s) <t}
cette fonction est une quasi-récirpoque de Ay au sens ou

1. si Ay est continue, c’est sa réciproque.
2. si Af(s) < oo alors f(As(s)) <

3. (A(f(1)) <t
4 Ny =Ap

Tracer les différents graphes lorsque f est simple.

Définition 2.2 (espaces de Lorentz L9) On dit qu’une fonction f est dans l’espace de Lorentz LP?

lorsque
+oo
¥ q 1, dt
I, = (2 [ rord) <«
PJo t
Par convention L = L™
Un Opérateur T envoi continuement LP9 dans L™ signifie

1Tz < Kl f15q

Le meilleur k sera appelé la norme de l'opérateur (méme si, tout comme || - ||3 ., il ne s’agit pas d’une
norme). [ )

Proposition 11 Les espaces de Lorentz L7, sont métrisables (avec une métrique équivalente | - |5 )
en des espaces de Banach. ils vérfient

1 LPP = LP quec équivalence des normes
CO
1 lorsque ¢ < qo on a quel que soit p > 1 L9 C [P

@i pour 1 < p,q < oo on a (LP?) =LF9 et (LPY) = L'

Théoréeme 12 (Marcinkievicz pour les Espaces de Lorentz) Soit T' un opérateur sous-additif,
dont le domaine est stable par troncature et contient les fonctions simples.

Soient py < p1, To # ™1 €t po, p1,Go, ¢ pris dans [1,+00] tq

0
T et S0, i i=0,1



Alors pour tout 0 €]0,1[ et tout p < q il existe une constante By tel que

1 1-0 6 1 1- 9 0
i — et == T < B, *
P Do + 2 € T o 7T H fHTl’p = GHpr,q
&
Théoréme 13 (Inégalité de Haussdorf-Young - version faible) Soit f € LPR™ et 1 < p < 2 Alors
% 1 1
IFfllyp < Bllflly  avec PREA
&
Preuve . .
Foot S peeFopr S
[
Théoréeme 14 (Inégalité de Young - version faible) Soient f € LP(R") et g € L2>(R")
1 1 1
-—=-+--1= f*gréc f 9llq,00
oy 1 gllr < Cogll Fllpll9llq
&

D’oil puisque |y|~® € La on trouve

Corollaire 15 (Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev) Soit0 < a <netl <p < g < +oo alors
il existe une constante Ay, tq

1 n—«

1
g p

= [l # ly[% Mg < Apgll £l

3 Espaces d’Interpolation

En reprenant les exemples ci-dessus, on voit que :

— Notons " = {f; || D™ f|l, < +o0o} on voit que sur le graphe d’axes (1/p, m) I'interpolé des espaces
correspondant ne parcours que le segment joignant les points extrémes.

— Sur le graphe d’axes (1/p,1/q) le Théoréme de Marccienkievicz classique nous donne toutes les
interpolés se trouvant sur la diagonale joignant les points d’abcisses correspondant aux extrémes.
Alors que le Théoréme d’interpolation sur les esoaces de Lorentz, nous donne toute une bande
d’interpolation.

— De méme on peut étendre la famille des espaces de Sobolev VV’C a une famille plus large qui nous
donne une bande d’interpolation plus large, ces sont les espaces de Besov B, .

Pour les définir nous allons introduire la notion abstraite et générale d’espaces d’interpolation réelle

par la Méthode discreéte.

Cadre général Soient Ay et A; deux Banachs compatibles (s’injectant continuement dans un espace

vectoriel topologique : D’ par exemple)

Alors I'espace Ag + A; est un Banach pour la norme

lallag+a, = min Jlagla, + [las]l4,
a=ao+a1
De méme, 'espace Ag N A; est un Banach pour la norme

lallapna, = max([|ala,, [l 4]
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Notre But est de construire toute une famille d’espaces de Banach intermédiaire notés [Ag, A1]gq
On a déja les injections continues

Aon Ay < 4g, A, 5 A+ A

Et pour les opérateurs on a le premier résultat d’interpolation.
Proposition 16 Soient (Ag, A1) et (By, B1) deur couples compatibles.
TIA0—>BO TZAQﬂAlﬁBoﬂBl
T:A0—>BO T:A0+A1—>Bo+Bl
3.1 La J-Méthode

Munissons Ag N A; d’une nouvelle norme de Banach
J(tv a) = maX[Ha”Am tHaHAl]
On pose alors
[AQ, Al]gjq“] = {CL €Ay + A, a= Z a; avec a; € AgN A et 2_j0J<2j, a) S gq(Z)}
JET
muni de la norme

lalliao, Ay, = win  [|27°J(27, a)||w)

= jez %

c’est un Banach qui s’injecte continuement dans Ay + A;
Remarque 3.1 cet espace est bien défini car ). |lajlla, < 400 et 37, g lla;lla, < +o0
Proposition 17 (Interpolation) Supposons que

T:A0—>BQ
TZAO—>B0

Alors pour tout 0 €]0,1[ et tout g € [1,400] on a

T :[Ao, Ailogs — [Bo:s Bilog.

3.2 La K-Méthode

Munissons Ay + A; d’une nouvelle norme de Banach

K(tya) = minlaolla, + tlasll,

On pose alors A A
[AO;AI]G,q,K = {CL € Ay + Ay, 2_99K(2],a) S éq(Z)}

muni de la norme ' '
HaH[Ao,Aﬂo,q,K = "27]6[((2]7 G)HZ"(Z)

c’est un Banach qui s’injecte continuement dans Ay + A;



Théoréme 18 (Equivalence) Pour tout 6 €]0,1[ et tout g € [1,+00] on a

[AOJ Al]@,q,] - [A(b Al]@,q,K
avec équivalence des normes

&

Remarque 3.2 On note alors indistinctement [Ag, A1lgq pour les deuz méthodes et on a les injections
continues
co co
AO N Al — [Ao, Al]@,q — AO + Al

On a les propriétes suivantes

Proposition 19 On pose A = (Ag, A1) on a

1. [Ao, Ai]og = [A1, Aoli-0,

2. <r— [197(1 C flg,r continuement

8. 0y <0< 0, = Ay, ,N Ay, , C Ay, continuement

4. Ay C Ay ety <0, = Ay, C Agyy

5. (Ao, || - llag) = (A || lay) = Ao = Ao lalla, = [a0(1 — 6)]'/alleq

3.3 Dualité

Proposition 20 Supposons Ay N A1 dense dans Aqy et dans Ay, on a alors
A+ AL = (AN Ay

avec éqalité des normes

Plus généralement

Théoreme 21 Supposons Ag N A dense dans Ag et dans A;.
sotent 1 <g<+ooet0<@<letl/q+1/¢d =1 on a alors

[A(J? Al],&q = [AE)’ All]e,q/

avec équivalence des normes

3.4 La Réitération
Définition 3.1 Soit X un espace intermédiaire

AomAl iO>)(C—O>140‘F141
On dit que X est de classe Cr (0, A)

ssi Va € X,Vt >0 Kx(t,a) < Ct%allx
551 A() ﬂA1 C—O> X C—O> [AO;Al]G,oo

< 0
ssi ¥t > 0,Ya = ag+a; € Ay + Ay { laoll, < C¥lallx

lax]la, < CtHallx
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On dit que X est de classe C (6, A)
ssi Va € AgN ALYt >0 Jal|lx < Ct%J4(t,a)

0 0
881 [Ao, Al}@,l i> X C—> A() + A1
ssi Vt > 0,Va € AgN Ay, |allx < C||a||i1;9||a||‘211

On dit que X est de classe C(0, A) lorsqu’il est de classe C (6, A) et C;(6, A)

exemple X = [Ag, A1]g, est de classe C(6, A) pour tout g € [1, +o0]
Théoreme 22 Soient A et X deuz couples compatibles tq
X;€C(;,A) 6;,€0,1],i=0,1
Alors pour tout q € [1,+00] et tout 8 €]0,1] on a avec équivalence des normes

(X0, Xilo,g = [Ao, Ailng 1= (1—0)by+ 06,

3.5 Exemples

Méthode continue

(Ao, Atlog ={a € Ao+ A | 77K (t,0)] oo so0p iy < 00}
Wk W, =Bs.  s=(1—0)ko+ 0k

1
P =[L', L], avec —=1—10
p
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