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Michaël Villani
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On considère Rn muni de la mesure de Lebesgue.
αn désignera le volume de la boule unité de Rn et p′ le conjugué de p.

0) résultats utiles

Théorème de Tchebitchev
mes{|f | > λ} ≤ ‖f‖p

p

λp ∀λ > 0, ∀f ∈ Lp

définition:
Soit p ∈ [1;∞[, on définit les espaces:

Lp
faible ={f mesurable tq ∃ C > 0 , mes{|f | > λ} ≤ C

λp }

Remarques:
1) Lp ⊂ Lp

faible (conséquence de Tchebitchev)
2) par convention, on pose: L∞faible = L∞

Théorème de Marcinkiewicz: (version simplifiée)
Soit T un opérateur sous-linéaire [ie: |T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ]
Si ∃ 1 ≤ p < q ≤ ∞ tq:

T : Lp −→ Lp
faible

T : Lq −→ Lq
faible

Alors: ∀r ∈]p; q[, T : Lr −→ Lr et ‖Tf‖r ≤ Cr‖f‖r

1) La fonction maximale d’Hardy-Littlewood:

Définition:
Soit f ∈ L1

loc, Alors on pose:

Mf(x) = sup
r>0

1
|Br(x)|

∫
Br(x)

|f(y)|dy, ∀x ∈ Rn

Propriètés:
1) Mf est mesurable
2) Mf ≥ 0
3) Si f ∈ L∞ alors Mf ∈ L∞ et ‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞

Théorème de Hardy-Littlewood:(1930)
Mf : L1 −→ L1

faible et Mf : Lp −→ Lp ∀p ∈]1;∞]
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Remarque sur le Théorème:
On n’a pas L1 −→ L1, en effet:
posons f(x) = χ[0;1](x) et n = 1, alors:

pour x > 1, Mf(x) = sup
r>0

1
2r

∫ x+r

x−r
|f(y)|dy

= sup
r>0

1
2r

∫ 1

x−r
|f(y)|dy

≥ sup
r>x

1
2r

∫ 1

0
dy = sup

r>x

1
2r

=
1
2x

Et donc Mf ne peut appartenir à L1

2) Démonstration du théorème d’Hardy-Littlewood:

Lemme Géométrique:
soit, E ⊂ Rn mesurable, et soit {Bα}α une famille de boules (non ponctuelles) tq:

• supα diam(Bα) < ∞
•E ⊂

⋃
α Bα

Alors, il existe une sous-famille {Bj}j de boules deux á deux disjointes tq:

mesE ≤ C
∑

j mesBj

oú C est une constante ne dépendant que de la dimension (C = 5n convient)

Preuve du théorème d’Hardy-Littlewood:
étape 1: le cas p = 1,

on veut montrer M : L1 −→ L1
faible ie: ∀f ∈ L1, ∀λ > 0 mes{Mf > λ} ≤ C ‖f‖1

λ

Posons Eλ = {x ∈ Rn tq Mf(x) > λ}

∀x ∈ Eλ ∃rx > 0 tq
1

|Brx(x)|

∫
Brx (x)

|f(y)|dy > λ (1)

La famille (Brx(x))x∈Eλ
est un recouvrement de Eλ tq:

|Brx(x)| = αn(
diam(Brx(x))

2
)n <

1
λ

∫
Brx (x)

|f(y)|dy ≤ ‖f‖1
λ

Donc supEλ
diam(Brx(x)) < ∞ et on peut appliquer le lemme géométrique:

∃(Bj)j∈J disjointes tq:

mes(Eλ) ≤ C
∑
J

mes(Bj)

≤ C

λ

∑
J

∫
Bj

|f(y)|dy par(1)

≤ C

λ

∫
S

Bj

|f(y)|dy car les Bj sont disjointes

≤ C

λ
‖f‖1.

étape 2: le cas p ∈]1;∞[,
On a M : L1 −→ L1

faible et M : L∞ −→ L∞ Donc par le théorème de Marcinkiewicz, on a :
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M : Lp −→ Lp ∀p ∈]1;∞[

fin de la preuve.

3) Applications:

• Théorème de différentiation de Lebesgue:

∀f ∈ L1
loc lim

r→0

1
|Br(x)|

∫
Br(x)

f(y)dy = f(x) dx− pp

preuve:
Soit ϕ continue, alors:

A : = lim sup
r→0

1
|Br(x)|

∫
Br(x)

|f(y)− f(x)|dy

≤ lim sup
r→0

1
|Br(x)|

∫
Br(x)

|(f − ϕ)(y)− (f − ϕ)(x)|dy + lim sup
r→0

1
|Br(x)|

∫
Br(x)

|ϕ(y)− ϕ(x)|dy︸ ︷︷ ︸
= 0 car ϕ continue

≤ lim sup
r→0

1
|Br(x)|

(
∫

Br(x)
|f(y)− ϕ(y)|dy +

∫
Br(x)

|f(x)− ϕ(x)|dy)

≤ M(f − ϕ)(x) + |f − ϕ|(x)

mes{A > λ} ≤ mes{M(f − ϕ) >
λ

2
}+ mes{|f − ϕ| > λ

2
}

≤ 2C

λ
‖f − ϕ‖1 +

2
λ
‖f − ϕ‖1 par Hardy − Littlewood et Tchebichev

≤ 2C + 2
λ

‖f − ϕ‖1

On conclut grâce á la densité des fonctions continues dans L1
loc

. fin de la preuve.

• Série de Fourrier:

Introduction:
f ∈ L1(T) f(θ) ∼

∑
Z aνe

iνθ

aν =
1
2π

∫ π

−π
f(θ)e−iνθdθ

Sn(f)(θ) =
n∑
−n

aνe
iνθ =

∫ π

−π
f(t)Dn(θ − t)dt

σn(f)(θ) =
1

n + 1

n∑
0

Sk(f)(θ) =
∫ π

−π
f(t)Kn(θ − t)dt

oú Dn désigne le noyau de Dirichlet et Kn Celui de Fejer.
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Théorème:

Soit f ∈ Lp, p ∈ [1;∞[ alors σn(f)(θ) −→n→∞ f(θ) dθ − pp

preuve:
On pose: σ∗f(θ) = supN σn(|f |)(θ)

On peut alors montrer que σ∗f(θ) ≤ CMf(θ) et donc:

mes{σ∗f(θ) > λ} ≤ mes{Mf(θ) >
λ

C
} ≤ K

λ
‖f‖1 (2)

Soit ϕ continue, alors:

|σn(f)(θ)− f(θ) | ≤ A := lim sup
∫ π

−π
|f(θ − t)− f(t)|Kn(t)dt

≤ σ∗(f − ϕ)(θ) + |f − ϕ|(θ)

d’oú:

mes{A > λ} ≤ mes{σ∗(f − ϕ)(θ) >
λ

2
}+ mes{|f − ϕ|(θ) >

λ

2
}

≤ 2K

λ
‖f − ϕ‖1 +

2
λ
‖f − ϕ‖1 par (2) et Tchebichev

On conclut grâce á la densité des fonctions continues dans L1

. fin de la preuve.

Remarque: (Fefferman 1974)

Soit f ∈ Lp, p ∈]1;∞[ alors Sn(f)(θ) −→n→∞ f(θ) dθ − pp

• Problème de Dirichlet:

Introduction:
on considère Rn

+ = {x = (x′;xn) ∈ Rn−1 ×R∗
+} et ∂Rn

+ ' Rn−1

Soit f ∈ Lp(Rn−1), p ∈ [1;∞[.

On cherche u ∈ Harm(Rn
+) tq ”u|∂Rn

+
= f” dans un sens qui sera défini plus tard.

On définit également le noyau de Poisson du demi-espace par:

P (x, y) = 2xn
nαn|x−y|n x ∈ Rn

+ et y ∈ ∂Rn
+

Théorème:

Posant u(x) =
∫

∂Rn
+

P (x, y)f(y)dy Alors :

u ∈ Harm(Rn
+) et u(x′, xn) −→xn→0 f(x′) dx′ − pp
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preuve:
On montre que u est harmonique en montrant qu’elle vérifie la proprièté de la moyenne.

Montrons maintenant la deuxième partie de l’énnoncé:
On montre sans difficulté que: supxn>0 |u(x′, xn)| ≤ CMf(x′) (?)

Notons Ω(f, x′) = lim supu(x′, xn)− lim inf u(x′, xn)

d’après (?) Ω(f, x′) ≤ C ′Mf(x′)

Soit ϕ continue alors:

mes{Ω(f, x′) > λ} ≤ mes{Ω(f − ϕ, x′) >
λ

2
}+ mes{Ω(ϕ, x′) >

λ

2
}︸ ︷︷ ︸

= 0 car ϕ continue

≤ mes{Mf − ϕ(x′) >
λ

2C ′ }

≤ C ′′

λp
‖f − ϕ‖p

p −→ 0 par la densité des fonctions continues dans Lp

D’oú limxn→0 u(x′, xn) existe pp.
Cette limite est égale à f car il est facile de montrer que: u(x′, xn) −→ f dans Lp

. fin de la preuve.

4) Approfondissements:

• On peut considérer la mesure pondérée ω(x)dx oú ω ≥ 0 alors on a le résultat:

∀f ∈ Lp(ωdx) ‖Mf‖Lp(ωdx) ≤ Cp‖f‖Lp(ωdx) ⇔ (|B|−1

∫
B

ω(x)dx)(|B|−1

∫
B

ω1−p′
(x)dx)p−1 ≤ Cp ∀B

• On peut également considérer la fonction maximale définie par:

Mµ,αf(x) = sup
r>0

1
|Br(x)|1−

α
n

∫
Br(x)

|f |dµ

Théorème:
Soient α ∈ [0;n[, 1 < p ≤ q ≤ ∞, p 6= ∞, et soient µ, ν, ω trois mesures boréliennes
positives sur Rn telles que µ vérifie la condition de doublement du volume alors:

∀f ∈ Lp(ω) ‖Mµ,αf‖Lq(ω) ≤ C‖f‖Lp(ν) ssi :

µ � ν et ‖χBMµ,α(χB(
dµ

dν
)p′−1)‖Lq(ω) ≤ C ′‖χB(

dµ

dν
)p′−1‖Lp(ν) < ∞ ∀B
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