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On considere R™ muni de la mesure de Lebesgue.
o, désignera le volume de la boule unité de R™ et p’ le conjugué de p.

0) résultats utiles

Théoréme de Tchebitcizr),e'v
mes{|f| > A} < e YA>0, Vfelr

définition:
Soit p € [1;00], on définit les espaces:
Lz}aible ={f mesurable tq 3 C > 0, mes{|f| > A\} < )\%}

Remarques:
1) L C L? winle (conséquence de Tchebitchev)
2) par convention, on pose: L]ch”-ble = L>®

Théoréme de Marcinkiewicz: (version simplifiée)
Soit T' un opérateur sous-linéaire [ie: |T'(f + g)| < |T(f)| +|T(g9)| ]
Sid 1<p<g<ootq:

TP — L?aible

T:L1"— L;{aible

Alors: Vr €lp;q[, T:L" — L” et Tl <Crllfllr

1) La fonction maximale d’Hardy-Littlewood:

Définition:
Soit f € Llloc, Alors on pose:

1
= sup R"
M) "o B ()] /BT-(J:) FW)ldy, Vo e

Propriétés:
1) M f est mesurable
2) Mf>0
3)SifeL>®alors Mf e L™ et |Mflloo < |f]loo

Théoréme de Hardy-Littlewood:(1930)
Mf:L' — L}“aible et Mf:LP— LP Vp€]l;00]



Remarque sur le Théoréme:
On n’a pas L' — L', en effet:
posons f(z) = Xjo;1)(z) et n = 1, alors:

1 x+r
pour x>1, Mf(x) = sup o |f(y)|dy
r>0 4T Jy—p
1 1
g Supf d
o | T\f(y)! Y
> 1 1d L
sup — =sup — = —
= Sha Jy YTy T

Et donc M f ne peut appartenir a L'

2) Démonstration du théoréme d’Hardy-Littlewood:

Lemme Géométrique:
soit, E C R™ mesurable, et soit {Bgy}, une famille de boules (non ponctuelles) tq:
e sup,, diam(B,) < 0o
oE C |, Ba
Alors, il existe une sous-famille {B;}; de boules deux & deux disjointes tq:

mesE < C') ., mesB,
ou C' est une constante ne dépendant que de la dimension (C' = 5" convient)
Preuve du théoréme d’Hardy-Littlewood:

étape 1: le cas p =1,
on veut montrer M : L' — L}aibl@ ie:  VfeLl, VA>0 mes{Mf>\}< C”f/\”1

Posons E\ = {z € R" tq M f(z) > \}

Vee Ey Jr,>0 tq |f(y)|dy > A (1)
1By, ()] /5, @
La famille (B, (z))zck, est un recouvrement de E) tq:
diam(Br, (), _ 1 Hf||1
1Br,()] = (P Ty o 2] py)lay <
BT:c(w)

Donc supg, diam(B,,(z)) < co et on peut appliquer le lemme géométrique:
3(Bj);es disjointes tq:

mes(E)y) < C’Z mes(

< 5 Z/ y)ldy par(1)

< / y)|dy car les B; sont disjointes
< — .

< 9 ).

étape 2: le cas p €]1; 0],
OnaM: L' — L}aible et M : L™ — L Donc par le théoreme de Marcinkiewicz, on a :



M:LP — LP Vp€]l;o00]
fin de la preuve.

3) Applications:

e Théoréme de différentiation de Lebesgue:

Vf € Lige hH(l)|B ‘/ y)dy = f(z) dx—pp

preuve:
Soit ¢ continue, alors:

A: = limsup —— \f(y) — f(x)|dy

r—0 ’Brl(x)\ B ()
< tmswp s [ 10 =90~ Py +tmswp e [ o) — ety
X = 0 car ¢ continue
< limsup M(/Br(x) 1f(y) —(y)ldy + /Br(x) |f(2) — o(z)|dy)
< M(f—o)(@)+|f —ol(@)

A A
mes{A > A} < mes{M(f —¢) > 5} + mes{|f — ¢| > 5}
2 2
< £||f — o1 + XHf — |t par Hardy — Littlewood et Tchebichev
QC—i- 2
< If =l

On conclut grace & la densité des fonctions continues dans LlloC

fin de la preuve.

o Série de Fourrier:

Introduction:

feLXT) f£(6)~ >z a,e?

ay = € / f(0)e=™do
2 J_,

=S ae = [ f)Du(0 - 1)t

™

(O = —5 S SO = [ SOKA0 - 1)t
0

—T

ou D,, désigne le noyau de Dirichlet et K, Celui de Fejer.



Théoréme:

Soit f € LP,p € [l;00[ alors on(f)(0) —n—co f(0) df —pp

preuve:
On pose: o f(0) = supy on(|f])(0)

On peut alors montrer que o*f(6) < CM f(0) et donc:

mes{o® f(0) > A} < mes{MF(6) > 5} < | 7l )

Soit ¢ continue, alors:

s

|on(£)(0) = f(0) | < Atzlimsup/ [f(0 —1t) = f(£) | K (t)dt

—Tr

< o (f—)0) +|f —»l(0)

d’ot:

mes{A> A} < mes{o"(F —@)(0) > 5} +mes{|f — £|(0) > 3

A

2K 2 ,
THf — ol + XHf — |1 par (2) et Tchebichev

On conclut grace 4 la densité des fonctions continues dans L'

fin de la preuve.
Remarque: (Fefferman 1974)

Soit f e LP pell;oo] alors Sy(f)(0) —n—oo f(O) dO —pp

e Probléme de Dirichlet:

Introduction:
on considere R” = {z = (z;2,,) € R""! x R%} et R ~ R"~!
Soit f € LP(R™ 1), p € [1;00].

On cherche u € Harm(R") tq "ujprn = f7 dans un sens qui sera défini plus tard.

On définit également le noyau de Poisson du demi-espace par:

P(z,y) = 2 - e R% et yec oR?

namlo—y["

Théoréme:

Posant u(z) = / P(z,y)f(y)dy Alors:
R

uw€ Harm(R%) et w(a' z,) —5,—0 f(2') da’ —pp



preuve:
On montre que u est harmonique en montrant qu’elle vérifie la proprieté de la moyenne.

Montrons maintenant la deuxieme partie de ’énnoncé:
On montre sans difficulté que: sup,, <o [u(z’,z,)| < CMf(2') (%)

Notons Q(f,2') = limsup u(z’, x,) — liminf u(2’, x,,)
d’apres () Q(f,2") < C'Mf(x')

Soit ¢ continue alors:

mes{Q(f,2') > A} < mes{Q(f —p,2") > %} + mes{Q(p,z') > %}

= 0 car ¢ continue

A
mes{M f — p(z) > Yol
C//

< ﬁ”f — |l — 0 par la densité des fonctions continues dans LP

IN

D’ot limg,, o u(2’, ;) existe pp.
Cette limite est égale a f car il est facile de montrer que: u(2’,x,) — f dans L?
fin de la preuve.

4) Approfondissements:

e On peut considérer la mesure pondérée w(x)dx ot w > 0 alors on a le résultat:

Vfe LP(wdr) [Mfllrrwde) < Cpllfllirwany < (\B!_l/BW(OU)OZH?)(Bl_l/Bwl_p’(ﬂt’)daf)”_1 <G VB

e On peut également considérer la fonction maximale définie par:

1
M,fa::supa/ fldu
oo < ) r>0 ‘BT($)|17; Br(r)‘ ‘

Théoréme:
Soient o € [0;n], 1 <p<gq < oo, p# 00, et solent p, v, w trois mesures boréliennes
positives sur R™ telles que p vérifie la condition de doublement du volume alors:

Vie lP(w) [Muaflraw < Clflorw) ssi:

dp

a)p,_lnm(u) <oo VB

d/,L ’_
p<v et xpMua(xs( )P lww < Clxs(
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