Constructions a la Reégle et au Compas.

Simon Wehbe.
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Soit P un plan, £ un ensemble fini de points du plan.
On note Dg 'ensemble des droites du plan passant par par deux points de F.
On note C'g I’ensemble des cercles de centre un point de E et de rayon la distance entre deux points de E.

Définition : Un point p du plan est dit constructible en une étape a partir de F s’il est 'intersec-
tion :

a) de deux droites de Dp,

b) d’une droite de Dy et d’un cercle de Cg,

¢) de deux cercles de Ch.

Définition : Un point p est dit constructible en n > 1 étapes a partir de F si il existe py,...p, construc-
tibles en une étape a partir de points constructibles en n — 1 étapes.

Exemples :

- La projection d’un point sur une droite est constructible.

- Construction d’une paralléle.

- Avec deux points, on peut construire un repére orthonormé.

Lemme : Soit £ un ensemble de points du plan contenant au moins deux points O et A. On note
(O, A, B) la base orthonormée construite a partire de O et A. On note K = Q 'extension de QQ engen-
drée par 'ensemble des réels abscisses ou ordonnées de points de E dans ce repére.

Alors toute droite de Dy a une équation de la forme :

ar +by+c=0,a,bce K.

Et tout cercle de Cr a une équation de la forme :

2?4+ +ar+by+c=0abccK

Proposition : Si p est un point du plan de coordonnées (z, y) réelles, constructible en une étape a partir
de E, alors K(x,y) est soit K lui méme, soit une extension quadratique de K avec [K(x,y): K| = 2.

Proposition : Pour tous P = (z,y) constructible a partir de £ :
a) Il existe une suite croissante finie (K;);cqo,...n} de corps, chacun de degrés deux sur le précédent avec

Ky=K,..K, CRet z,y € K,,.



b) = et y sont algébriques sur K, leur degrés sur K sont des puissances de deux.

Théoréme de Wantzel (1837) : Tout nombre constructible est algébrique sur QQ et son degrés est
une puissance de deux.

Conclusion : Le résultat de Wantzel va nous permettre de montrer que la quadrature du cercle, la
duplication du cube, la trisection de I’angle sont impossibles.

Idée de conclusion :
7 est transcendent(i.e. n’est pas algébrique) (Lindemann, 1882), v/2 n’est pas constructible, Z n'est
pas trisectable (bien qu’il est constructible).
Remarque : Un angle trisectable n’est pas nécesseraiment constructible.



