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1 Esprit Général

Une Catégorie, c'est la donnée d'une classe d'objets Obj et d'un ensemble de morphismes Hom(A,B)
pour chaque couple d'objets A,B ∈ Obj véri�ant ceratains axiomes du type :
Il existe un morphisme identité 1A : A→ A.
Il existe une composition ∀(φ, ψ) ∈ Hom(A,B) × Hom(B,C), ψ ◦ φ ∈ Hom(A,C) (Associativité,
élèment neutre...)

Exemples :

Les catégories (Obj, Hom) suivantes sont classiques
� (Ens, apllications)
� (Espaces topologiques, applications continues)
� (Anneaux, morphismes)
� (Groupes, morphismes)
� (Espaces vectoriels, applications linéaires)

Dé�nition 1.1 Un foncteur F : C → C ′ entre catégories, est tel que
� ∀A ∈ Obj(C), F (A) ∈ Obj(C ′)
� ∀φ ∈ Hom(A,B), F (φ) ∈ Hom(F (A), F (B))

♠

Motivation :

Trouver un foncteur Espaces topologiques
F→ Structure Algébrique

2 Dé�nition Abstraite

Dé�nition 2.1 On applelle groupe (resp ; e ;v., resp. annneau) gradué une suite (Cq)q∈Z de groupes
(resp ; e ;v., resp. annneaux).
Si cette suite est munie d'une famille de morphismes (opérateurs de bord)

∂q : Cq → Cq−1 tq ∂q−1 ◦ ∂q = 0

On dit que que la famille graduée est une famille graduée di�erentielle. ♠

Remarque 2.1 * On note souvent ∂ = ∂q si pas d'ambigüité.
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* On dit que g ∈ Cq est un cycle si son bord est nul (i.e. ∂g = 0).
On note alors Zq l'ensemble des cycles de Cq.

* On dit que g ∈ Cq est un bord si ∃h ∈ Cq+1, g = ∂h.
On note alors Bq l'ensemble des bords de Cq.

Comme ∂2 = 0 Bq est un sous-machin (distingué, idéal...) suivant le contexte de Zq.
On peut alors dé�nir.

Dé�nition 2.2 On appelle q−ième groupe d'Homologie l'espace quotient Zq/Bq ♠

3 Les Simplexes complexes

c'est un empilement de segments, triangles, tétrahèdres.... On appelle

* 0-simplexe élémentaire, un point

* 1-simplexe élémentaire, un segment

* 2-simplexe élémentaire, un triangle plein

* 3-simplexe élémentaire, un tétrahèdre plein

Et plus généralement n-simplexe = {p ∈ Rn, p =
∑n

i=1 tiei, oùti ≥ 0,
∑
ti ≤ 1}

On compose ces simplexes élémentaires en des simplexes complexes par recollement.
Exemple :

On recolle triangle(p0, p1, p2)+segment(p2, p3)+tétrahèdre(...).
Et on note le recollement triangle(p0, p1, p2)+segment(p2, p3) par

{{p0}, {p1}, {p2}, {p3}, {p1p2}, {p1p0}, {p0p2}, {p2p3}, {p0p1p2}}

Dé�nition 3.1 On appelle simplexe complexe K sur un ensemble (�ni) X. la donnée d'un sous-ensemble
non vide, ne contenant pas l'ensemble vide K ⊂ ℘(X) tq

(i) s, s′ ∈ K, s ∩ s′ 6= ∅ ⇒ s ∩ s′ ∈ K
(ii) Soit un simplexe s ∈ K Alors ∅ 6= s′ ⊂ s⇒ s′ ∈ K

♠

Contrexemple : un carré plein, un parapluie

Remarque 3.1 Si K et K ′ sont deux simplexes disjoints, il en va de même pour K ∪K ′.
On peut même parler de composante connexe pour un simplexe.

On dit que s ∈ K est une n-face lorsque

s ∈ K et |s| = n+ 1

On note C̃q le R-ev engendré par les q−faces ordonnées.

x ∈ C̃q ⇐⇒ x =
∑

λi(pi1 . . . piq)

On muni ces espaces d'une relation d'ordre identi�ant

(pσ(i1) . . . pσ(iq)) ∼ (−1)ε(σ)(pi1 . . . piq)

On note < pi1 . . . piq > sa classe d'équivalence.
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Exemple : < p1p2 >= − < p2p1 > qu'on illustre par

< p1 −→ p2 >= − < p1 ←− p2 >

< p1p3p2 >= − < p1p2p3 > qu'on illustre par p1

↗ ∆ ↘
p2 ← p3

 = −

 p1

↙ ∆ ↖
p2 → p3


Pour q ≥ 0, on note Cq l'espace ainsi quotienté. Et on pose Cq = {0} pour q < 0.

On dé�nit le morphisme de bord par :

∂ < p >= 0 et ∂ < pi1 . . . piq >=

q∑
j=1

(−1)j+1 < pi1 . . . p̌ij . . . piq >

On a "immédiatement" ∂2 = 0.
Exemple : ∂ < p1p2 >=< p2 > − < p1 >

∂ < p1 −→ p2 >= − < p1 > · + < p2 > ·

∂ < p1p2p3 >=< p2p3 > + < p3p1 > + < p1p2 >

∂

 p1

↗ ∆ ↘
p3 ← p2

 =

 p1

↗ ↘
p3 ← p2


On note H∗(K) = (Hq(K))q∈Z la famille des groupes d'Homologie.

3.0.1 Etude de H0(K)

Comme < p1 >∼< p2 >⇐⇒< p1 > − < p2 >= ∂g où g est un 1-simplexe ceci équivaut donc à
dire que < p1 > et < p2 > sont connectés (ou dans la même composante connexe). Pour s'en convaincre
il s'agit de calculer

∂g = ∂

(∑
k

λk < pikpi′k
>

)
=
∑

k

λk(< pi′k
> − < pik >)

Et donc dimH0 correspond au nombre de composantes connexes de K... on verra que dimH1 correspond
au nombre de trous....
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