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1 Introduction

La théorie de l'interpolation abstraite est née de la contribution de Mathématiciens tels J.L. Lions,
E. Gagliardo, A.P. Calderon, S.G. Krejn et N. Aronszajn. Cette théorie abstraite émerge suite a des
découvertes d’interpolation dans des espaces concrets tels les espaces de Lebesgue LP(u). Le plus célébre
d’entre eux est le théoréme de Riesz-Thorin démontré par M. Riesz en 1926.
Le foisement concernant la théorie des Espaces fonctionnels des années 60, n’est pas étrangére au déve-
loppement de la théorie d’interpolation. Ainsi les espaces de Sobolev, Hardy, Besicovitch, Besov se sont
révélés d’excellent outils d’analyse et d’application de cette théorie (cf. Peetre).
Nous allons dans un premier temps nous intéresser a la partie concréte de 'interpolation : Interpolation
d’Opérateurs, pour ensuite nous attaquer a un versant de la théorie abstraite : Espaces d’interpolation
Réelle - Méthode discreéte.

Notations :

Dans toute la suite on considérera des espaces de Lebesgue LP(u) ou 'indice p sera toujours pris dans
[1,400]. Par ailleurs I'espace mesuré considéré sera muni d’une mesure borélienne, o—finie, sans atomes
et réguliére. Typiquement c’est le cas lorsque p est lam esure de Lebesgue sur I'espace euclidien R™.

On exposera des théorémes phares sans démonstrations pour nous concentrer sur leurs applications,
qui seront pour la plupart des résultats classiques, connus indépendamment de I'interpolation, mais qui
ici offrent une relecture particuliérement simple grace a cette théorie.

Proposition 1 (Ho6lder) Soit f € LP N LY avec p,q > 1 et 6 €0, 1].
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* Interprétation Fonctionnelle
On considére I'injection canonique ¢ : D' — D’ celle-ci envoie continuement
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Holder nous dit que ¢ : LP N L9 L' Ainsi I'opérateur ¢ envoie continuement les LP N L? sur
des espaces "intermédiares" entre LP et LY : les L™ avec p < r < ¢. C’est le point de vue concret de
I’'interpolation.



* Interprétation Spatiale
les espaces "intermédiares" [LP, L]y := L" sont indéxés par un paramétre réel 6 et vérifient
CO
LP N LY C [LP, LY,

C’est le point de vue abstrait de l'interpolation

2 Interpolation d’Opérateurs

2.1 Interpolation Complexe

2.1.1 Un théoréme Phare
Théoréme 2 (Riesz-Thorin) Soit T' un opérateur linéaire soient py, p1,qo,q1 > 1 tq
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On note k; les normes respectives. Alors pour tout 6 € [0, 1]
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et la norme kg vérifie linégalité fortement convexe : kg < ké_eki"

2.1.2 Application
Application

Lemme 3 (Schur) Soit K(z,y) 1t ® p- mesurable et tq
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Alors I’Opérateur T construit a partir du noyau K

Tfz) = / K (2, 9)f(y) du(y)

envoie continuement LP dans lui-méme avec 1 < p < o0
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Preuve La premiére estimée de K nous dit que 1" envoie continuement L°° dans lui-méme. La deuxiéme
nous dit que son adjoint 7™ envoie lui aussi L*° dans lui-méme, et donc par un argument de dualité, T’
envoie continuement L' dans lui-méme... Ne reste plus qu’a appliquer le théoréme d’interpolation a T
avec pg = qop = +oo et p; = q1 = 1. °



Théoréme 4 (Inégalité de Haussdorf-Young - Fourier Continue)
On note f la transformée de Fourier d’un fonction f

= /f(:c)e”ydx

1 1
[F £l < (27T)n(1_1/p)”f||p avec -+ —=1
p p

On a alors pour tout 1 < p < 2

[
Preuve Par Plancherel on sait que F envoie continuement L? dans lui-méme avec une norme < (27)3.
Par ailleurs par une majoration "‘brutale"’ on a
IF flloo < [I.£11
On conclut en appliquant le théoréme d’interpolation & F avec pgy=qo=2et p1 =1, ¢ = +© °

Voici une version concernant les coeflicients de Fourier.

Théoréme 5 (Inégalité de Haussdorf-Young - Fourier Continue) Soit (¢ )nen une famille uni-
formément bornée de L*(n). On note f(n) =< f, 1, >12 le coefficient de Fourier associé a un élément
f e L¥u). On a alors pour tout 1 < p < 2
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Théoreme 6 (Inégalité de Young) On note f * g la convolée de deux fonctions f et g
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On a alors pour tout 1 < p,q,r <2

1

1 1
c= oyt L= I el < ANl

Preuve Par une majoration brutale on voit que (appliquer Hélder).

|(f +g)(x)] < /\f z = y)gW)ldp(z) < |[f(z = )lpllglly = [ fllllglly

D’ou l'inegalité annoncée pour r = 400 et p quelconque || f * gl/cc < || fllpll9lly
De méme par le lemme de Schur appliqué au noyau K(z,y) = f(y — z) (ici Cop = Cy = || f||1)
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Soient p,q et r tq
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qo = +oo et p1 = 1, g = p pour voir que pour&z%
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Interpolons 'opérateur Tyg = f * g entre py = p/
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2.1.3 Généralisation

L’interpolation permet d’enrichir la connaissance d’estimées pour un opérateur donné. Nous allons
voir comment, on peut parvenir a une seule estimée pour un opérateur donné, lorsque 1’on connait des
estimées uniqument pour des pertubations réguliéres de celui-ci.

Plus concrétement Connaissant des estimées pour des Opérateurs S et U, on en déduit une éstimée
pour un opérateur 7" si celui-ci s’inscrit dans la continuité "réguliére" des opérateurs S et U.

Théoréme 7 (Stein) Soit (1,).c5 une famille d’opérateurs avec S = {0 < Re(z) < 1} définis sur les
fonctions simples.
On suppose de plus que pour f et g deux fonctions simples quelconques 'application

z = / JT.9dp

est analytique sur S et continue sur S.
Pour des raisons techniques, on veutr controler la croissance de cet opérateur, on suppose également que
pour un certain a < .

Ve=z+iy €S, e~ n ( / fTngu) <C
On se donne alors les conditions au bord :
[Ty fllay < Mo fllpe et [ Tiviy fller < Ma() 1S,
St M a une croissance controlée, i.e. pour un certain b < w
Ve=ax+iye S, e~ n (M;(y)) < C i=0,1
Alors on a le résultat d’interpolation suivant
Vo €01, [Toflle < Collfllp,

Dés que
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2.2 Interpolation Réelle
2.2.1 Un théoréme Phare

Définition 2.1 (espace LP*°) On dit qu’une fonction f est de type LP-faible lorsque
11117 00 = sup s ({ /] = 5}) < o

Par convention L = L
Un Opérateur T sera dit de type (p, q)-faible lorsqu’il envoie continuement LP dans LY, i.e.

k q
20w >0 sz < S
Le meilleur k est la norme (p, q)-faible de 'opérateur. [ )
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Exemple: I'injection canonique envoie LP dans LP*° grace a I'inégalité de Tchebychev :

Su({f] > sh) < / P dp

{If1zs}

Théoréme 8 (Marcinkievicz) Soit T un opérateur quasi sous-additif

T(f+ o)l < w(IT(HI+T(9)])

On suppose de plus que son domaine est stable par troncature.
sotent pg < qo et p1 < qq positifs tq T est de type (p;, q;)-faible.

e , ,
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On note k; les normes respectives. Alors pour tout 6 €0, 1]
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et la norme kg vérifie linégalité faiblement conveze : kg < Mk(l)_ekf
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La preuve est simple et n’utilise que la formule de Minkowski généralisée et la caractérisation des
normes LP a l'aide de la fonction de répartition

“+o00o

M (s) = n({If] = 5)) = | F]E = /  d[-A(s)

Notons que la fonction Ay est continue a droite et décroissante, on peut donc interpréter I'intégrale ci-
dessus de plusieurs facons équivalentes : Intégrale de Stieltjes, intégrale par rapport la mesure d[—\(s)] =
—\N(s)ds ou X est une dérivée presque-partout de A ou encore au sens faible, ou bien encore au sens des
mesures.

2.2.2 Application

Théoreme 9 Soit f une fonction mesurable de R™, on note M f la fonction mazimale associée :

1
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o B(x) est l'ensemble des boules centrées en x.

Alors Uopérateur M est de type (1,1)-faible et envoie continuement LP dans lui-méme pour tout p > 1.

[
Preuve Le caractére (1, 1)-faible s’obtient par un lemme de recouvrement par des boules dont on controle
le volume et le rayon.
Par ailleurs le caractére sous-additif de M et sa continuité (oo, oc)-"faible" sont immédiates, on conclut
alors grace au Théoreme de Marcinkievicz.

[ ]

Plusieurs variantes de fonction maximales existent (suivant le centre, le rayon ou la géométrie des

boules choisies) elles aboutissent au méme résultat.
Voici une des conséquences les plus célebre : le théoréme de dérivation de Lebesgue

1
fe Lloc=>hm7/
: r=0 (B(.CL’, T)) B(x,r)

En application de I’Opérateur Maximal, voyons un petit résultat d’interpolation... A suivre

fdp=f(z)  ppta



