Notions de spectre d’opérateurs linéaires non bornés

(premiere partie)

ROUSSE Vidian

Soit H un espace de Hilbert séparable de produit scalaire (-, -).

1 Opérateurs linéaires et notions de spectre
Définition 1 Un opérateur linéaire sur H est la donnée d’un couple (D(T),T') ou
o D(T) est un sous-espace vectoriel de H appelé domaine,
e T': D(T) — H est une application linéaire.
Sotent S et T deux opérateurs linéaires. On dit que S est une extension de T' ce qu’on notera T C S si
o D(T) € D(5),
e Spry=T.
On s’efforcera de travailler exclusivement avec des opérateurs dont le domaine est dense dans H.

Exemple 1 On se place dans H = L?([0,1]; C). On considere alors Popérateur T_5 défini par

Dy {SOGCO([OJ];C) | 3peH, Vrel01, o) —p0)= /Owwy)dy}

et T_op = ivp. Tout d’abord, T_s est bien défini par le théoreme de densité de Lebesgue, de plus, il est clair
que C1([0,1];C) C D_5 et que si p € C1([0,1];C) alors T o = i%cp. On définit alors d’autres opérateurs 71,
Ty, Ty et Th en posant

Dy = {peDs / ¢(0)=0}
Dy = {peDs / w(1)=0}
Dy = {peDs / ¢(0)= (1)}
Dy = {peDy / ¢(0)=¢(1)=0}
et Ty, .= T,Q‘Dk.
On a -
TQC{ To }CT2 ; (1)
Ty



KerT 9 = KerTy=C.1 (2)
KeI‘T,1 = KerT1 = KerT2 = {0} (3)
IHlT,Q = IIl’lT,1 = IHlTl =H (4)
1
0

Exemple 2 On se place dans H = L%([0, +oc[; C). On considere alors I'opérateur T, défini par

Dui= {peco ol €N | e veeborocl o= [ v
0

et Toop := ith ot CJ([0, +o0[; C) désigne I'espace des fonctions continues de [0, +oo[ dans C nulles au bord au sens
ot (0) = 0 et lim,_, 1 o () = 0. Comme dans 'exemple précédent, il est clair que 1'espace C}(]0, +oo[; C) des
fonctions C! & support compact dans ]0, +-00[ est inclus dans Dy, et que si ¢ € CL(]0, +oo[; C) alors Taop = i%gp.

Définition 2 On définit
e [‘ensemble résolvant de T

p(T) := {/\ eC / (T —\d): D(T)— H bijection d’inverse borné},

e [c spectre de T
o(T) :=C—p(T),

e /g résolvante de T
rr: p(T) — B(H)
z — (T—zId)™!

ot B(H) désigne l’espace des endomorphismes continues de H (opérateurs linéaires bornés de 'H

dans H).

Lemme 1 Soit T un opérateur linéaire. Alors o(T') est fermé dans C.

Preuve Cela découle du théoréme d’inversion locale via la série de Neumann. O

Définition 3 Soit T' un opérateur linéaire dont le domaine est dense et soit A € C. Pour l'opérateur
S = (T —\d): D(T)— H, on a l’arbre d’alternatives suivant :

e si S n'est pas injectif, on dit que A est une valeur propre de T, on parle de spectre ponctuel
de T qu’on notera op(T) ;

e sinon S est injectif et

— 515 nest pas surjectif et

x st [tmage de S est dense dans H, on parle de spectre continu de T qu’on notera
Ucont(T) ;

x sinon [tmage de S n’est pas dense dans H, on parle de spectre résiduel de T' qu’on
notera o,.es(T) ;

— sinon S est bijectif et
x s S71 n'est pas borné, on parle de spectre résiduel de type 2 de T qu’on notera
Opes(T)

res

* sinon S~ est borné et X € p(T') est un point résolvant de T'.
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Exemple 1

o(T—3)=0p(T-2)=C ; (6)
o) =0(T-1)=0 ; (7)
o(To) = op(To) =272 ; (8)
0(T) = ores(T2) = C (9)

Preuve
e Pour A € C, on pose py(z) := e™%. Alors ¢y € D_y et T_op\ = Apy donc A € op(T_).

e Soit A € C. (T_1—\Id) est clairement injectif (car les seules fonctions propres éventuelles sont les multiples
de ¢y, qui n’appartient pas a D_1). En outre, si, pour 1) € H, on pose

() (z) = —i /O "Ny () dy,

on a (Sy1)(0) = 0, S\v est continue (donc L?) en tant que produit d’une exponentielle par une fonction
%—hélderienne et, d’apres le théoreme de Fubini,

- | DGO +o)]dy = —i / ) ( / y—z’Aei*W’w(z)dz) i | " pw)dy

= —z‘/ox </x —z‘Ae“(Z”dy> ¥(z)dz — Z/Ox ¥(2)dz

x i T
= —2'/ (€ZA(Z_$) —1)(z)dz —i/ P(2)dz
0 0
= (S\w)(x)
donc S\v € D_; et T_1S\tp = AS\¢p + 1. Autrement dit (71 — AId) est surjectif. Enfin

(Sad) (@) < / Iy / W()I2dy < 2SN |62,

0
donc (T_1 — Ad)~! = S, est borné.

e Si A€ 2nZ, v\ € Dy donc 277 C op(Tp). Par ailleurs, soit A € (C — 27Z). (Th — Ald) est clairement
injectif. De plus, si® € Het C € C, on a (Syyp + Cp)) € D_s et

(T_s — \Id)(Sxip + Cip) = (T_1 — Md)Sytp + C(T_5 — Md)py, = 1.
Il suffit donc de voir qu’on peut choisir C'(¢)) de fagon & avoir (Syv + C(¥)py) € Dy pour obtenir que
(To — AId) est surjectif. Or, on a
1
(30 + CI)(0) = (S + Ce) = Cw) = =i [ POy + C(wpe™

= (1-e™)ow) = —ie™ /O " e(y)dy
7

Aaad 0(1/}) = 1_ gir

1
/0 MV () dy.

Enfin, [|Sxt + C()¢a ]| < el (1 + M) l4]| done (Ty — Ad)~" est borné.

[1—e|

e Soit A € C, (Ty — AId) est clairement injectif. Soit ¢ € Do, on a, d’apres une “formule d’intégration par
parties” (voir deuxiéme partie),

(1o = Md)p, p5) = (¢, (T2 — M d)p5) = 0,
ainsi Im(T — AId) C ¢ et ayes(T2) = C.



2 Opérateurs fermés et fermables
‘H x H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
((ur,01), (u2,v2)) = (u1, uz) + (v1, v2).

Définition 4 Soit T un opérateur linéaire. On appelle graphe de T, le sous-espace vectoriel de H X H

a(1)={(p.Ty) | peDD}.
Définition 5 Soit T' un opérateur linéaire dont le domaine est dense dans H.

o On dit que T est fermé si G(T') est fermé dans HxH i.e. pour toute suite (v,) de D(T) convergente
de limite ¢ telle que (T'p,) est convergente de limite ¢, ¢ € D(T) et = Tp.

o On dit que T est fermable s7il existe S fermé avec T C S auquel cas il existe une plus petite
extension fermée appelée fermeture et notée T' qui vérifie G(T) = G(T).

Théoréme 2 Soit T' un opérateur linéaire. Alors T est borné ssi T est fermé et D(T) = H.

Preuve Pour le sens direct, on a bien sur D(T) = H. Par ailleurs, soit ((¢,,T'¢,)) une suite de
G(T) qui converge vers (p,1), alors ¢ € D(T) = H et, comme T est borné, (T'p,) converge vers Ty
d’ou ¥ = T'p par unicité de la limite.

Quant au sens réciproque, c’est exactement le théoreme du graphe fermé. O

Corollaire 3 Soit T un opérateur linéaire fermé. Alors o). (T) = 0.

Lemme 4 Soit T' un opérateur linéaire. Si T n’est pas fermé, alors o(T) = C (ou, de maniére
équivalente, si p(T) # 0, alors T est fermé).

Preuve Supposons que p(T) # 0 et soit z € p(T). (T — zId)~! est borné donc fermé et il en va de
méme pour (T — zId) et T. O

Exemple 1 Ty, T7 et T_1 sont fermés.



